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CHỦ ĐỀ 9: CÁC BÀI TOÁN THỰC TẾ PHÂN LOẠI 

Bài 1. 

 Bác Bình có mảnh vườn hình vuông ABCD có cạnh bằng 10m. Ở bốn
góc vườn, bác Bình muốn trồng hoa thành các hình tam giác vuông bằng
nhau (hình vẽ). Hãy tính khoảng cách từ góc vườn A đến vị trí E sao
cho tứ giác EFGH có chu vi nhỏ nhất. 

Bài 2.

 Một công ty sản xuất dụng cụ thể thao nhận được một đơn đặt hàng sản xuất   quả bóng
tennis. Công ty này sở hữu một số máy móc, mỗi máy móc có thể sản xuất  quả bóng trong
một giờ. Chi phí thiết lập các máy này là  nghìn đồng cho mỗi máy. Khi được thiết lập, hoạt
động sản xuất sẽ hoàn toàn diễn ra tự động dưới sự giám sát. Số tiền phải trả cho người giám sát
là  nghìn đồng một giờ (người này sẽ giám sát tất cả các máy hoạt động). Số máy móc công
ty nên sử dụng là bao nhiêu để chi phí sản xuất là thấp nhất?

Bài 3.

 Bác An muốn đặt đóng một chiếc hộp đựng quà lưu niệm có dạng hình hộp chữ nhật với mặt đáy
 là hình vuông như hình dưới đây.
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Để món quà trở nên đặc biệt , bác An muốn mạ bốn mặt xung quanh và mặt đáy dưới (mặt
) của chiếc hộp bằng kim loại quý (không mạ nắp hộp). Em hãy tìm độ dài cạnh  của

mặt đáy và chiều cao  của hộp quà sao cho tổng diện tích các mặt được mạ kim loại quý của

chiếc hộp là nhỏ nhất biết rằng thể tích của chiếc hộp là .

Bài 4.
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Một cửa hàng xăng dầu cần xây một bồn chứa dầu hình trụ bằng thép có thể tích  và giá 

mỗi mét vuông thép là 500 ngàn đồng. Hỏi số tiền thấp nhất mà cửa hàng phải trả ? ( kết quả làm 

tròn đến hàng đơn vị)

Bài 5.

Một trang trại chăn nuôi dự định xây dựng một

hầm biogas với thể tích   để chứa chất thải
chăn nuôi và tạo khí sinh học. Dự kiến hầm chứa có
dạng hình hộp chữ nhật có chiều sâu bằng chiều
rộng. Hãy xác định các kích thước đáy (dài, rộng)
của hầm biogas để thi công tiết kiệm nguyên liệu
nhất (không tính đến bề dày của thành hầm).

Bài 6.
Một cái sân hình vuông ABCD có cạnh là 8 m. Người ta muốn lát gạch màu khác để trang trí lên mảnh
sân hình vuông MNPQ nội tiếp trong sân hình vuông ABCD. Tìm vị trí của M, N, P, Q để hình vuông
MNPQ có diện tích nhỏ nhất
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Bài 7.

 Một xưởng sản xuất hai loại sản phẩm, mỗi kg sản phẩm loại I cần   nguyên liệu và   giờ,
đem lại mức lợi nhuận   đồng. Mỗi kg sản phẩm loại II cần   nguyên liệu và   giờ,
đem lại mức lợi nhuận   đồng. Xưởng có   nguyên liệu và   giờ làm việc. Nên sản
xuất mỗi loại sản phẩm bao nhiêu để có mức lợi nhuận cao nhất? 

Bài 8.

 Với một tấm tôn hình tròn có bán kính R = 6 cm. Người ta muốn làm một cái phễu bằng cách cắt
một phần (dạng hình quạt) của hình tròn như hình bên dưới. Thể tích lớn nhất của hình nón có
được khi người ta cắt cung tròn của hình quạt có chiều dài là bao nhiêu?
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Bài 9.

 Cắt một miếng giấy hình vuông như hình bên và xếp thành hình một hình chóp tứ giác đều. Biết
các cạnh hình vuông bằng , . Tìm  để hình chóp đều ấy cóthể tích lớn nhất.

x
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 Bài 10.

 Bác Minh muốn đặt đóng một chiếc hộp đựng quà lưu niệm có dạng hình hộp chữ nhật với mặt
đáy  là hình vuông như hình dưới đây.

Để món quà trở nên đặc biệt, bác Minh muốn mạ bốn mặt xung quanh và mặt đáy dưới (đáy
) của chiếc hộp bằng kim loại quý (không mạ nắp hộp). Em hãy tìm độ dài cạnh  của

mặt đáy và chiều cao  của hộp quà sao cho tổng diện tích các mặt được mạ kim loại quý của
chiếc hộp là nhỏ nhất biết rằng thể tích của chiếc hộp là .

Bài 11.

 Một tấn hoa quả được chở tới siêu thị, trong đó táo được đóng theo các thùng gỗ kg/thùng, lê
được đóng gói trong các thùng gỗ kg/thùng, mận đựng trong hộp giấy theo kg/hộp còn nho
đựng trong các hộp giấy theo kg/hộp. Biết rằng số kg táo được chở tới nhiều gấp đôi số kg lê,
còn số kg mận và nho là bằng nhau. Hỏi khối lượng mỗi loại hoa quả đã được vận chuyền tới cửa
hàng là bao nhiêu kg ?

Bài 12.

 Người ta cần làm một cái bồn chứa dạng hình trụ có thể tích lít bằng inox để chứa nước,
tính bán kính của hình trụ đó sao cho diện tích toàn phần của bồn chứa đó là nhỏ nhất.
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Bài 13.

 Một cái thùng đựng nước được tạo thành từ việc cắt mặt xung quanh của một hình nón bởi một
mặt phẳng vuông góc với trục của hình nón. Miệng thùng là đường tròn có bán kính bằng hai lần
bán kính mặt đáy của thùng. Bên trong thùng có một cái phễu dạng hình nón có đáy là đáy của
thùng, có đỉnh là tâm của miệng thùng (xem hình minh họa). Biết rằng đổ  lít nước vào thùng
thì đầy thùng (nước không chảy được vào bên trong phễu), tính thể tích của phễu.

Bài 14.

 Tìm diện tích lớn nhất của hình chữ nhật  nội tiếp trong nửa đường tròn  bán kính
 biết một cạnh của hình chữ nhật nằm dọc trên đường kính của đường tròn (như hình vẽ).

x
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Bài 15.
 Người ta cần lập hàng rào quanh khu vực bảo vệ có dạng hình chữ nhật cho một toà nhà như hình vẽ
bên. Hỏi nếu có 80m hàng rào bao quanh 3 mặt như trên thì diện tích tối đa của khu vực bảo vệ là bao
nhiêu? 

Bài 16.

Gọi S là diện tích tam giác ABC, chứng minh: . 

Cho , tính diện tích tam giác ABC.
Bài 17.

 Công ty vàng bạc đá quý muốn làm một món đồ trang sức có hình hai hình cầu bằng nhau giao 
nhau như hình vẽ. Khối cầu có bán kính khoảng cách giữa hai tâm hình cầu là . Giá 
mạ vàng  là đồng. Nhà sản xuất muốn mạ vàng xung quanh món đồ trang sức đó. 
Tính số tiền cần dùng để mạ vàng khối trang sức đó.
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Bài 18.

 Cho một lớp học có 35 học sinh, các học sinh này tổ chức một số câu lạc bộ môn học. Mỗi học 
sinh tham gia đúng một câu lạc bộ. Nếu chọn ra 10 học sinh bất kì thì luôn có ít nhất 3 học sinh 
tham gia cùng một câu lạc bộ. Chứng minh có một câu lạc bộ gồm ít nhất 9 học sinh.
Bài 19.

 Cho một tấm nhôm có hình tam giác đều có cạnh bằng . Người ta cắt ở ba góc của tấm 
nhôm đó ba tam giác như hình vẽ dưới đây để được hình chữ nhật . Tìm độ dài  để 
hình chữ nhật  có diện tích lớn nhất.

Bài 20.

 Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó bốn hình 
vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng x ( cm), rồi gấp tấm nhôm lại như hình vẽ dưới 
đây để được một cái hộp không nắp. Tìm x để thể tích của hộp là lớn nhất.

Bài 21.
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 Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có các cạnh bên đều bằng , độ dài cạnh đáy là  . Tìm 
để diện tích xung quanh của hình chóp đều đó là lớn nhất.

Bài 22.

 Một miếng tôn phẳng hình vuông với kích thước , người ta muốn cắt đi ở bốn góc bốn 

hình vuông cạnh bằng để uốn thành một hình hộp chữ nhật không có nắp. Phải cắt như thế
nào để hình hộp có thể tích lớn nhất?

Bài 23.

 Một công ty du lịch dự định tổ chức một tour du lịch xuyên Việt nhân kỉ niệm ngày giải phóng 
hoàn toàn miền Nam 30 – 4 . Công ty dự định nếu giá tour là  triệu đồng thì sẽ có khoảng  
người tham gia. Để thu hút nhiều người tham gia, công ty sẽ quyết định giảm giá và cứ mỗi lần 
giảm giá  nghìn đồng/1tour thì sẽ có thêm  người tham gia. Hỏi công ty phải giảm giá tour 
còn bao nhiêu để doanh thu từ tour xuyên Việt đó là lớn nhất.

Bài 24.

 Một gia đình muốn xây một cái bể chứa nước nhỏ ở góc vườn để chủ động tưới rau,bể có dạng 
hình hộp chữ nhật với mặt  đáy  là hình vuông  (hình vẽ)

                                                             

Hãy tìm độ dài cạnh  của mặt đáy và chiều cao  của bể sao cho tổng diện tích các mặt
làm bể (bao gồm  mặt xung quanh và một mặt đáy) là nhỏ nhất, biết rằng thể tích của bể là .

Bài 25.

 Người ta giăng lưới để nuôi riêng một loại cá trên 
một góc hồ. Biết rằng lưới được giăng theo một 
đường thẳng từ một vị trí trên bờ ngang đến một vị
trí trên bờ dọc và phải đi qua một cái cọc đã cắm 
sẵn ở vị trí A. Hỏi diện tích nhỏ nhất có thể giăng 
là bao nhiêu, biết rằng khoảng cách từ cọc đến bờ 
ngang là 5 m và khoảng cách từ cọc đến bờ dọc là 
12 m.

 Bài 26.
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 Cho tấm nhôm hình vuông cạnh 12cm. 
Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó 
bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình 
vuông có cạnh bằng x(cm), rồi gấp tấm 
nhôm lại như hình vẽ dưới đây để được 
một cái hộp không nắp. Tìm x để hộp nhận
được có thể tích lớn nhất.

Bài 27.
 Người ta giăng lưới để nuôi riêng một loại cá trên một góc
hồ. Biết rằng lưới được giăng theo một đường thẳng từ một vị
trí trên bờ ngang đến một vị trí trên bờ dọc và phải đi qua một
cái cọc đã cắm sẵn ở vị trí  A. Hỏi diện tích nhỏ nhất có thể
giăng là bao nhiêu, biết rằng khoảng cách từ cọc đến bờ ngang
là 5 m và khoảng cách từ cọc đến bờ dọc là 12 m.

Bài 28.
 Kim cương là một khoáng sản quý, có rất nhiều giá trị và được sử dụng với nhiều mục đích khác
nhau. Giá bán của một viên kim cương rất cao và phụ thuộc vào rất nhiều yếu tố. Giả sử rằng giá 
bán của viên kim cương tỉ lệ với bình phương khối lượng của nó. Khi đem một viên kim cương 
cắt thành ba phần và vẫn bán với giá như trên (theo đúng tỉ lệ trên) thì tổng số tiền thu được tăng 
lên hay giảm đi? Trong trường hợp nào, giá bán của viên kim cương ban đầu giảm nhiều nhất? và
giảm bao nhiêu lần?  
Bài 29.
 Công ty sản xuất thùng gỗ muốn thiết kế số lượng lớn thùng đựng hàng hóa bên trong, dạng 
hình lăng trụ tứ giác đều không nắp với thể tích là . Để tiết kiệm vật liệu gỗ làm thùng, 
người ta cần thiết kế thùng sao cho có tổng  diện tích xung quanh và diện tích mặt đáy là nhỏ
nhất. Hỏi có giá trị bằng bao nhiêu?
Bài 30.
 Cho một tấm nhôm hình vuông có cạnh bằng 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm nhôm đó 
bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng , rồi gấp tấm nhôm đó thành hình 
hộp không có nắp (Hình vẽ). Tìm  để không khí bên trong hộp là nhiều nhất.
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x cm

12 cm

Bài 31.
 Một gia đình muốn cải tạo một ao nước nhỏ thành 
một hồ nước đẹp hơn.  Hồ nước có dạng hình hộp chữ 
nhật với chiều dài gấp hai lần chiều rộng và người ta 

tính được có thể tích bằng . Theo thị trường
xây dựng, giá tiền xây dựng bình quân là  
đồng/m2 (bao gồm cả đáy và thành hồ).  Hỏi chi phí 
thấp nhất mà gia đình đó phải trả để xây dựng hồ nước
trên là bao nhiêu tiền
Bài 32.
 Cửa hàng nhà bác Dũng chuyên kinh doanh máy tính tại Hà Nội. Một loại máy tính có giá nhập 
vào một chiếc là triệu đồng và bán ra với giá triệu đồng. Với giá bán như trên thì một năm 
số lượng máy tính bán được dự kiến là chiếc. Để tăng thêm lượng tiêu thụ dòng máy tính 
này, bác Dũng dự định giảm giá bán và ước lượng cứ giảm nghìn đồng một chiếc thì số 
lượng máy tính bán ra trong một năm sẽ tăng chiếc. Vậy bác Dũng phải bán với giá bao nhiêu 
để sau khi giảm giá lợi nhuận thu được sẽ cao nhất ?
Bài 33.
 Học sinh chọn một trong hai câu dưới đây để làm bài.
1) Với  là các số thực dương thay đổi thoả mãn . Tìm giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức 

2)  Bác Duy muốn xây một bể chứa nước có dạng hình hộp chữ nhật

không nắp có thể tích bằng  . Đáy bể có dang hình chữ nhật với

chiều rộng là , chiều dài gấp đôi chiều rộng. Bác Duy muốn phần

diện tích cần xây (bao gồm diện tích xung quanh và đáy bề) là nhỏ nhất

để tiết kiệm chi phí thì  phải bằng bao nhiêu? 

Bài 34.
 Bác Nam muốn làm một cửa sổ khuôn gỗ, phía trên có dạng nửa
hình tròn, phía dưới có dạng hình chữ nhật. Biết rằng đường kính
của nửa hình tròn cũng là cạnh phía trên của hình chữ nhật và tổng
độ dài của khuôn gỗ (các đường in đậm trong hình bên, bỏ qua độ
rộng của cạnh khuôn gỗ) là . Em hãy giúp bác An tính độ dài
các cạnh của hình chữ nhật để cửa sổ có diện tích lớn nhất.

Bài 35.
                                                                     uigeli.xyz                                 Trang 8



uigeli.xyz
 Một chiếc đu quay có bán kính , tâm của vòng quay ở độ cao  so với mặt đất. Thời 
gian thực hiện mỗi vòng quay là 30 phút. Nếu một người vào cabin ở vị trí thấp nhất của đu quay 
thì sau 10 phút người đó ở độ cao bao nhiêu mét so với mặt đất (giả sử đu quay quay đều)?

Bài 36.
 Một gia đình muốn xây một hồ chứa nước dạng hình hộp chữ nhật không nắp có thể tích bằng

 đáy bể là hình chữ nhật có chiều dài gấp bốn lần chiều rộng. Giá thuê nhân công xây bể 
là đồng/ (bao gồm cả diện tích tường và đáy bể).  Hỏi chi phí thuê nhân công thấp nhất
mà gia đình đó phải trả để xây hồ chứa nước là bao nhiêu triệu đồng?
Bài 37.
 Một học sinh được giao thiết kế một cái hộp dạng hình hộp chữ nhật thỏa mãn: Tổng 
của chiều dài và chiều bằng 12cm ; tổng của của rộng và chiều cao là 24cm. Giáo viên yêu cầu 
học sinh ấy phải thiết kế sao cho thể tích cái hộp lớn nhất, giá trị lớn nhất ấy bằng bao nhiêu ? 

Bài 38.
 Một học sinh được giao thiết kế một cái hộp dạng hình hộp chữ nhật thỏa mãn: Tổng 
của chiều dài và chiều bằng 12cm ; tổng của của rộng và chiều cao là 24cm. Giáo viên yêu cầu 
học sinh ấy phải thiết kế sao cho thể tích cái hộp lớn nhất, giá trị lớn nhất ấy bằng bao nhiêu ? 

Bài 39.
 Cửa hầm lò khai thác than có dạng một parabol, khoảng cách từ điểm cao nhất của cửa đến mặt 
đất là  mét, khoảng cách giữa hai chân cửa là  mét. Người ta muốn gia cố cho cửa lò bằng một
khung thép hình chữ nhật sao cho hai đỉnh dưới của khung thép chạm đất, hai đinh trên của 
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khung thép chống vào mái hầm (hình vẽ minh họa). Tìm kích thước của khung thép sao cho diện 
tích của hình chữ nhật tạo bởi khung thép lớn nhất.

Bài 40.
 Cho một tấm nhôm hình tam giác đều có cạnh bằng . Người ta cắt ở ba góc của tấm 
nhôm đó ba tam giác như hình vẽ dưới đây để được hình chữ nhật . Tìm độ dài đoạn  
để hình chữ nhật  có diện tích lớn nhất?

Bài 41.
Người ta muốn chế tạo một chiếc hộp hình hộp chữ nhật có thể tích cm3, chiều cao của hộp là

cm. Tìm kích thước đáy của hộp sao cho sử dụng ít vật liệu nhất.

Bài 42. Người ta muốn làm một vườn rau có dạng hình chữ nhật  có diện tích , để
tạo thêm cảnh quan xung quanh đẹp hơn, người ta mở rộng thêm bốn phần diện tích để trồng hoa,
tạo thành một đường tròn đi như hình vẽ, biết tâm hình tròn trùng với giao điểm hai đường chéo
của hình chữ nhật. Khi đó chọn kích thước cạnh  như thế nào để diện tích của bốn phần
đất trồng hoa nhỏ nhất?  
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Bài 43. 

Một mảnh đất hình vuông  cạnh 30m. Người ta xây dựng một vườn hoa dạng hình vuông
 có các đỉnh  thuộc các cạnh của hình vuông  (hình vẽ). Xác định vị trí

điểm  trên cạnh  để diện tích vườn hoa nhỏ nhất.

Bài 44. 

Cho hình lăng trụ  đứng   có đáy là  hình thoi.  Biết  thể  tích của nó  là

 và chiều cao là . Tính giá trị nhỏ nhất của diện tích xung quanh.

Bài 45. 

Ông An có  m hàng rào và muốn rào lại cánh đồng hình chữ nhật tiếp giáp với một con
sông.Ông không cần rào cho phía giáp bờ sông. Hỏi ông có thể rào được cánh đồng với diện tích
lớn nhất là bao nhiêu?

Bài 46. 

Một miếng bìa hình vuông có cạnh dm. Ở mỗi góc của hình vuông người ta cắt đi một hình 
vuông nhỏ cạnh rồi gấp bìa để được một hình hộp chữ nhật (không có nắp). Tính cạnh của 
mỗi hình vuông nhỏ để hộp có thể tích lớn nhất

Bài 47. 

Một trang chữ của một tạp chí cần diện tích là . Lề trên, lề dưới là ; lề phải, lề trái là
. Hỏi chiều ngang và chiều dọc tối ưu của trang giấy lần lượt là bao nhiêu để diện tích trang

giấy là nhỏ nhất?  

Bài 48. 
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Một nhà máy sản xuất ống thép khi xuất xưởng các ống thép
được bó lại tạo thành khối gồm  ống như hình vẽ. Biết
các ống có dạng hình trụ đường kính đáy bằng nhau và bằng

.  Tính độ dài của một sơi dây đai để buột các ống thép
lại với nhau.

Bài 49.

Một bồn hình trụ đang chứa dầu, được đặt nằm ngang, có chiều dài bồn là , có bán kính đáy

, với nắp bồn đặt trên mặt nằm ngang của mặt trụ. Người ta đã rút dầu trong bồn tương ứng

với  của đường kính đáy. Tính thể tích gần đúng nhất của khối dầu còn lại trong bồn (lấy

, kết quả làm tròn đến chữ số thập phân thứ hai, theo đơn vị ) .

H
B

O

C

A

Bài 50.

Phiên chợ hè Lotus sử dụng hai loại thẻ: loại thẻ giá  đồng và loại thẻ giá  đồng. Vào
dịp nghỉ hè, bạn An muốn dùng hết số tiền tiết kiệm của mình để mua  thẻ loại giá  đồng và

 thẻ loại giá  đồng. Tìm số cách mua có đủ cả hai loại thẻ nếu tiền tiết kiệm của bạn An là
 đồng.

HƯỚNG DẪN GIẢI

Bài 1.

Ta có:  suy ra
và  mà 

Lại có  suy ra 
Vậy tứ giác là hình vuông.
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Đặt , điều kiện 

Suy ra 
Tam giác là tam giác vuông tại A có: 

 

hay 

Suy ra 
Chu vi tứ giác  bằng . Vậy chu vi tứ giác  nhỏ nhất khi  nhỏ nhất.   

nhỏ nhất khi  khi .
Bài 2.

Gọi số máy móc công ty nên sử dụng là  (máy). Điều kiện .

Trong một giờ, số quả bóng tennis sản xuất được là  (quả bóng)

Như vậy, số giờ để sản xuất  quả bóng là  (giờ)

Mỗi giờ phải trả  nghìn đồng cho người giám sát và chi phí thiết lập cho mỗi máy là  
nghìn đồng nên chi phí sản xuất là

 (đồng).

Ta chứng minh bất đẳng thức sau  ( Bất đẳng thức AM-GM )

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho hai số dương  và , ta được

.

Dấu "=" xảy ra khi  (nhận) hay  (loại).

Vậy số máy móc công ty nên sử dụng là  máy để chi phí sản xuất là thấp nhất.

Bài 3.

Gọi độ dài cạnh  là ( )
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Gọi độ dài chiều cao  là ( )

Do thể tích của chiếc hộp là 4dm3 nên ta có:    

Suy ra 

Diện tích cần mạ kim loại quý của chiếc hộp là :

Chứng minh bất đẳng thức Cô – si.

Áp dụng bất đẳng thức Cô – si cho 2 số  và  và ta có:

Dấu « = » xảy ra khi 

Ta giải ra được từ đó suy ra 

Vậy khi độ dài cạnh đáy và chiều cao thì diện tích cần mạ kim loại quý 

của chiếc hộp là nhỏ nhất bằng .

Bài 4.

Ta chứng minh với  là các số thực không âm, thì    

 Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi . 

Thật vậy 

* Với  thì bất đẳng thức luôn đúng. 

* Với 3 số  dương.  

Đặt:  ⇒  ⇒  

Bất đẳng thức  trở thành 

Xét  

                                                                     uigeli.xyz                                 Trang 14



uigeli.xyz

   

 

 

 Vậy   hay 

  Dấu “ ” xảy ra khi  ⇔ . 

* Gọi bán kính đáy là , chiều cao bồn chứa là . 

Thể tích chứa của bồn là ( ). 

Diện tích toàn phần của  bồn chứa là: 

Để chi phí xây dựng thấp nhất thì diện tích toàn phần của bồn phải nhỏ nhất. 

Ta có  

Áp dụng bất đẳng thức trên ta được 

        

 đạt giá trị nhỏ nhất  bằng   khi   (m)

Khi đó số tiền xây  bồn thấp nhất  mà cửa hàng phải trả là :  84 823 002 (đồng).

Bài 5.

Gọi chiều rộng (và chiều sâu ) của hầm là  

Vì thể tích của hầm là  nên chiều dài của hầm là: 

Biểu thức biểu thị diện tích toàn phần của hầm là:

Ta có: 
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Đẳng thức xảy ra khi:

Vậy khi kích thước chiều rộng là  và chiều dài là  thì thi công hầm sẽ tiết kiệm nguyên
liệu nhất.

Bài 6.

A 8-xx

Q

P

N

M

D
C

B

Gọi cái sân đó là hình vuông ABCD, phần nát gạch màu trang trí là hình vuông MNPQ

Chứng minh ∆ AMQ=∆BNM=∆CPN=∆DQP

Gọi AM = x thì MB = 8-x 

Diện tích hình vuông MNPQ có diện tích nhỏ nhất khi tổng diện tích 4 tam giác vuông ở 4 góc hình 
vuông ABCD là lớn nhất. Gọi S là tổng diện tích 4 tam giác đó, ta có:

S = 2. AM. AQ 

Mà AM + AQ = AM + MB = 8 (m)

(AM – MB)2 ≥0

AM2 + MB2 ≥2.AM . MB

(AM + MB)2≥4. AM .MB

2. AM .MB≤ ( AM +MB )2

2
=82

2
= 32 
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Hay S ≤32

Dấu “=” xảy ra khi AM = MB = AB
2

=4

Khi đó M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC, CD, DA.

Vậy khi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC, CD, DA thì hình vuông 
MNPQ có diện tích nhỏ nhất.

Bài 7.

Gọi   là số kg loại I cần sản xuất,   là số kg loại II cần sản xuất.

Suy ra số nguyên liệu cần dùng là  , thời gian là  , có mức lợi nhuận 

là  .

Theo giả thiết bài toán xưởng có   nguyên liệu và   giờ làm việc tức là:

 hay 

Bài toán trở thành: Tìm x, y thoả mãn hệ phương trình: 

 với  và 

sao cho  đạt giá trị lớn nhất.

Trong mặt phẳng tọa độ vẽ các đường thẳng  .

Khi đó miền nghiệm của hệ bất phương trình (*) là phần tứ giác  được giới hạn bởi hai 

đường thẳng  và  với hệ trục tọa độ. 
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 Giá trị lớn nhất của  đạt tại một trong các 

điểm 

Ta có:    

Suy ra giá trị lớn nhất của  là   khi  .
Vậy cần sản xuất   kg sản phẩm loại I và  kg sản phẩm loại II để có mức lợi nhuận lớn nhất.

Bài 8.

Gọi x (cm, x > 0) là chiều dài cung tròn được ghép tạo thành hình nón. Suy ra đường tròn đáy của
hình nón có độ dài là x (cm). Bán kính R của hình tròn sẽ trở thành đường sinh của hình nón. 

Gọi bán kính của đáy là r (cm, r > 0). Suy ra : 

Chiều cao của hình nón là : 

Thể tích của hình nón là : 

Áp dụng BĐT Cauchy ta có : 

Do đó V lớn nhất khi và chỉ khi  (cm)

Chứng minh bất đẳng thức Cauchy cho 2 số dương: Dễ dàng chứng minh

Chứng minh bất đẳng thức Cauchy cho 3 số dương.

Cho các số thực dương . Ta có:

.

Bài 9.
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x

N

O

AS

M

         

O

Q

P N

M

S

Ta có ; ;  với . 

Xét hình chóp đều  như hình vẽ.

Diện tích đáy của hình chóp đã cho là: .

Ta có .

Do đó .

Thể tích của hình chóp đều  là: .

Suy ra:

Hay . Do đó .

Dấu  xảy ra khi  hay .

Bài 10.

Gọi độ dài cạnh đáy  và độ dài chiều cao  của hộp quà lần lượt là  và  với
 và .

Do thể tích hộp quà là  nên  hay .

Tổng diện tích các mặt được mạ kim loại quý là: 
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Chứng minh được   và dấu bằng xảy ra khi .

Vậy, để tổng diện tích các mặt được mạ kim loại quý của chiếc hộp là nhỏ nhất thì độ dài cạnh
mặt đáy và chiều cao chiếc hộp lần lượt là  và .

Bài 11.

Do loại hoa quả trên được đóng đều vào các thùng có khối lượng định sẵn nên số lượng hoa
quả sẽ nguyên dương.

Gọi khối lượng lê và khối lượng mận vận chuyển tới cửa hàng lần lượt là 

Suy ra khối lượng táo sẽ là (kg), khối lượng nho là (kg) 

Tổng khối lượng  loại hoa quả vận chuyển đến cửa hàng là tấn = kg nên ta có: 

Hay  

Do lượng táo và lê được đóng vào các hộp kg và  kg nên  là  và 

 vì . 

Suy ra . 

+) Khi  suy ra (tm) 

Vậy Táo: kg, Lê: kg, Mận: kg, Nho: kg.

Bài 12.

Đổi   lít =  

Ta có thể tích của bể nước là 

vậy 

Khi đó diện tích toàn phần của hình trụ là  

Hay   

 

Áp dụng bài toán phụ số 2: Với ba số không âm  thì  

 ta có
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Vậy diện tích toàn phần nhỏ nhất khi và chỉ khi .

Bài 13.

Đường sinh  cắt trục  tại . Khi đó hai hình nón có đỉnh  ,   có chung đáy là hình

tròn có thể tích bằng nhau

Gọi  là thể tích hình nón đỉnh , đáy là hình tròn  ;  là thể tích hình nón đỉnh , đáy là

hình tròn ;  là thể tích hình nón đỉnh , đáy là hình tròn  ;  là thể tích nước đổ
vào

Ta có: 

Do đó thể tích nước đổ vào là 

( vì )

Từ  và   suy ra (lít)
Vậy thể tích của phễu là  lít.     

Bài 14.

x

PN

M OA BQ

                                                                     uigeli.xyz                                 Trang 21



uigeli.xyz

Gọi   là  độ  dài  cạnh  hình  chữ  nhật  không  nằm  dọc  theo  đường  kính  đường  tròn

Khi đó độ dài cạnh hình chữ nhật nằm dọc trên đường kính của đường tròn là:

Diện tích hình chữ nhật  là: 

Ta có: .

Dấu bằng xảy ra khi 

Vậy diện tích lớn nhất của hình chữ nhật là  khi 

Bài 15.

Gọi chiều dài, chiều rộng của khu vực bảo vệ lần lượt là x, y (m, x > 0, y > 0)

Diện tích khu vực bảo vệ là S (m2). Ta có : S = x.y  (1)

Vì khu vực bảo vệ có 3 mặt, nên ta có: x + 2y = 80 suy ra: x = 80 – 2y  (2)

Từ (1), (2) ta có

S = y(80 – 2y) = –2y2 + 80y  = −( y−20 )2+800 .

Có :−( y−20 )2≤0

−( y−20 )2+800≤800

Nên ≤800 . Dấu “=” xảy ra khi y = 20 suy ra x = 40.

Vậy diên tích tối đa là 800m2 khu vực bảo vệ có chiều dài 40m, chiều rộng 20m.

Bài 16.
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E

CB

A

Chứng minh : 

Xét tam giác AEB vuông tại E, ta có :

 suy ra 

 suy ra 

Nên 

Mà (Định lý Pythagore trong tam giác ABE vuông tại E)

Do đó : 

Hay  (góc cũng là )

Chứng minh : 
Áp dụng định lý Pythagore trong tam giác BEC vuông tại E ta có : 

Mà 
Nên 
Ta lại có : 

(cmt)

(cmt) suy ra AE = 

Vậy : 

Tính diện tích tam giác ABC

Ta có : 

Mà  ( hệ thức giữa cạnh và góc trong tam giác ABE vuông tại E)
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Vậy : 

Ta có :  (cmt)

 suy ra 

Mà (cmt)  suy ra 

Vậy .
Bài 17.

(Phần màu nhạt là phần giao nhau của hai khối cầu)

Gọi h là chiều cao của chỏm cầu. Ta có 

( là khoảng cách giữa hai tâm)

Diện tích xung quanh của chỏm cầu là:

Vì 2 khối cầu bằng nhau nên 2 hình chỏm cầu bằng nhau.

 khối trang sức  khối cầu  chỏm cầu.

Khối trang sức có 

Vậy số tiền dùng để mạ vàng khối trang sức đó là đồng.

Bài 18.

Giả sử tất cả các câu lạc bộ đều có không quá 8 học sinh.

Gọi n là số câu lạc bộ có hơn 1 học sinh.

+ Nếu  thì từ 5 trong số các câu lạc bộ này, chọn mỗi câu lạc bộ 2 học sinh, khi đó 10 học 
sinh này không thỏa mãn điều kiện bài toán.
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+ Nếu  thì khi đó số học sinh tham gia các câu lạc bộ này không quá , nghĩa là còn
ít nhất  học sinh, mỗi học sinh tham gia 1 câu lạc bộ mà câu lạc bộ này chỉ có 1 học
sinh. Chọn 10 học sinh trong số này, không thỏa mãn điều kiện bài toán.

Do đó .

Khi đó, số học sinh tham gia 4 câu lạc bộ này không quá  nghĩa là còn ít nhất 3 học 
sinh, mỗi học sinh tham gia 1 câu lạc bộ mà câu lạc bộ này chỉ có 1 học sinh.

Chọn 2 trong số học sinh này và mỗi câu lạc bộ trên chọn 2 học sinh, khi đó 10 học sinh không
thỏa mãn điều kiện.

Vậy điều giả sử sai, nghĩa là tồn tại một câu lạc bộ có ít nhất 9 học sinh tham gia.

Bài 19.

Giả sử  nên .

Ta có  nên diện tích hình chữ nhật là

.

Dấu bằng xảy ra khi .

Vậy  thì diện tích hình chữ nhật  là lớn nhất.

Bài 20.

Chiếc hộp tạo thành là một hình hộp có đáy là hình vuông cạnh 12-2  cm và chiều cao là  cm.

Thể tích của hộp là V = 
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Ta có: 

Áp dụng bất đẳng thức cosi cho 3 số dương ta được 

Do đó 

Dấu “=” xảy ra khi 

Khi đó ( thỏa mãn điều kiện)

Vậy khi = 2 thì thể tích của hộp là lớn nhất.

Bài 21.

Gọi  là trung điểm của .

Khi đó  là trung đoạn của hình chóp. 

Ta có  thì: 

Diện tích xung quanh của hình chóp là: 

Vận dụng bất đẳng thức  hay ta được: .

Do đó .

Dấu "=" xảy ra khi  .

Bài 22.
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Vì cạnh của hình vuông bị cắt là  nên ta có điều kiện 

Chiều dài cạnh của miếng tôn sau khi cắt là , chiều cao là 

Ta có thể tích hình hộp .

Ta chứng minh bài toán: Với ba số không âm , ,  thì 

Ta có:  

Khi đó 

Đặt , , thì

 hay 

Áp dụng bài toán trên ta có
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Thể tích lớn nhất khi  suy ra hay 

Vậy để thể tích hộp lớn nhất cần cắt 4 góc bốn hình vuông cạnh 

Bài 23.

Gọi số lần giảm giá đồng/1tour để thu được doanh thu lớn nhất là  (lần)

Sau  lần giảm thì giá của một tour là:   (đồng).

Vì cứ sau  lần giảm thì có thêm  người tham gia nên sau  lần giảm thì có thêm (người 
tham gia) nên tổng số người tham gia sau  lần giảm giá là:    (người )
Tổng doanh thu sau  lần giảm giá là:

(đồng)

(đồng)

 (đồng)

Xét  

Vì  nên 

hay

Khi đó x = 5 (lần)

Vậy giá tour khi đó:  (đồng).
Bài 24.

Gọi độ dài  cạnh đáy   và độ dài  chiều cao   của bể lần lượt là   (m) và  (m) với

Do thể tích bể bơi là nên  hay 

Tổng diện tích các mặt của bể bơi  là : 
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Dấu bằng xảy ra khi  ( thỏa mãn)

Vậy để tổng diện tích các mặt của bể nhỏ nhất khi độ dài cạnh mặt đáy và chiều cao của bể lần 
lượt là  và .

Bài 25.
Đặt tên các điểm như hình vẽ. 

Đặt  

Chứng minh hai tam giác AJC và BKA là hai tam giác đồng dạng, suy ra 

Diện tích của khu nuôi cá là:  

 

Ta có  với mọi  suy ra

Dấu bằng xảy ra khi .

Nên 

Suy ra diện tích nhỏ nhất có thể giăng là ,  đạt được khi .

Bài 26.
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Gọi độ dài cạnh hình vuông bị cắt là x (cm) (0 < x < 6) 

Thể tích của khối hộp tạo thành là: 

V = x(12 – 2x)2 (cm3)

Áp dụng BĐT AM-GM (Cauchy) cho 3 số dương, ta có

x(12 – 2x)2 = 2.2x.(6 – x)(6 – x) = 128 (cm3)

Dấu bằng xảy ra khi:  2x = 6 

                                      x = 3

Vậy khi độ dài cạnh hình vuông bị cắt bằng 3cm thì thể tích hình tạo thành lớn nhất.

Bài 27.

Đặt tên các điểm như hình vẽ. Đặt  

Vì hai tam giác AJC và BKA là hai tam giác đồng dạng nên: 

Diện tích của khu nuôi cá là:  
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Ta thấy :  (Với mọi )

Dấu bằng xảy ra khi: 

Vậy diện tích nhỏ nhất có thể giăng là ,  đạt được khi .

Bài 28.

Giả sử viên kim cương ban đầu có khối lượng là m. Giá bán của viên kim cương tỉ lệ với bình

phương khối lượng, nên giá bán là với là một hằng số.

Khi cắt viên kim cương thành ba phần có khối lượng sao cho ,

Giá bán của ba phần này lần lượt là 

Tổng giá bán của ba phần là 

Ta cần so sánh và 

Vì , ta có 
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Do đó , 

Diều này có nghĩa là >  

Vậy tổng số tiền thu được sau khi cắt giảm đi so với giá bán của viên kim cương ban đầu.

Sau giảm giá nhiều nhất xảy ra khi  nhỏ nhất, tức là 

Trong trường hợp này, tổng giá bán là : 

So với giá bán ban đầu , giá bán giảm đi 

Vậy giá bán giảm đi lần so với giá bán ban đầu.

Và giảm giá nhiều nhất khi chia thành 3 phần bằng nhau.

Bài 29.

* Chứng minh bất đẳng thức Cauchy với ba số không âm : 

Giải: 

Đặt  suy ra 

Bất đẳng thức qui được về:  hay 

Xét 

Dấu bằng xảy ra khi  

Từ đó suy ra   dấu bằng xảy ra khi 

* Áp dụng giải bài toán: 
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Gọi  (dm) là độ dài cạnh đáy của hình lăng trụ 

Theo đề bài ta có chiều cao của lăng trụ là 

Diện tích xung quang của hình lăng trụ đứng là:

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 3 số dương ta có:

Dấu bằng xảy ra khi  hay 

Vậy diện tích gỗ nhỏ nhất để sản xuất thùng là  khi độ dài cạnh đáy là .

Bài 30.

x cm

12 cm

Chiều cao của hình hộp là .ĐK: .

Đáy của hình hộp là hình vuông cạnh bằng.

Không khí bên trong hộp là: .

Ta có: .

Chứng minh bất đẳng thức: . Dấu “=” xẩy ra khi .

Ta có: 

 đúng với mọi  dương.

Vậy bất đẳng thức: được chứng minh.
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Đặt . Khi đó ta có: 

Hay .

Dấu “=” xẩy ra khi  hay (thỏa mãn).

Vậy không khí trong hộp nhiều nhất bẳng  khi .

Bài 31.

Gọi chiều rộng của hình chữ nhật đáy hồ là  (m)  (điều kiện )

Suy ra chiều dài của hình chữ nhật là (m).

Gọi  là chiều sâu của hồ (điều kiện ) 

Thể tích của hồ là   (m3).

Theo bài ra ta có phương trình  .

Suy ra 

Diện tích xây dựng của hồ nước là

Áp dụng bất đẳng thức với hai số dương ,  ta có . dấu bằng xảy ra khi
.

Ta có

Khi đó .

Dấu = xảy ra khi . Suy ra 
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Vậy chi phí thấp nhất mà gia đình đó phải trả để xây dựng hồ nước là 

 đồng.

Bài 32.

Đổi  nghìn đồng =  triệu đồng.

Gọi là giá mới mà cửa hàng bán một chiếc máy tính (triệu đồng, )

Số tiền cửa hàng bị giảm khi bán một chiếc máy tính là (triệu đồng)

Khi đó, số lượng máy tính bán ra được trong một năm là: 

(chiếc)

Lợi nhuận mà cửa hàng thu được khi bán giá mới là:

 

Dấu “ = ” xảy ra khi hay 

Vậy giá bán mới một chiếc máy tính của cửa hàng là  triệu đồng, giá trị lợi nhuận thu được cao
nhất là  (triệu đồng).

Bài 33.

1) Với các số thực  không âm thỏa mãn , tìm giá trị nhỏ nhất của 

Lời giải:

Có 

Thay  vào 

Có  
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Ta có x, y là hai số không âm nên áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 

Vậy giá trị nhỏ nhất của  là   khi .

2) Bác Duy muốn xây một bể chứa nước có dạng hình hộp chữ nhật không nắp có thể tích bằng

. Đáy bể có dang hình chữ nhật với chiều rộng là , chiều dài gấp đôi chiều rộng. Bác 
Duy muốn phần diện tích cần xây (bao gồm diện tích xung quanh và đáy bề) là nhỏ nhất để tiết 
kiệm chi phí thì  phải bằng bao nhiêu?

Lời giải:

Có hai số không âm a,b , áp dụng BĐT Cô – si. Ta có:  

Suy ra 

Diện tích đáy bể ( )

Chiều cao bể  m

Diện tích xung quanh bể 

Áp dụng BĐT Cô – si cho ;  (vì ) 

Diện tích cần sơn = 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 

Suy ra suy ra 

Vậy diện tích cần sơn nhỏ nhất là .

Bài 34.

Gọi đường kính của nửa hình tròn là  
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 Khi đó bán kính:  

Gọi cạnh còn lại của hình chữ nhật là 

Khi đó tổng độ dài của khuôn gỗ

    

  S cửa sổ   

    = … =       

   Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi     nên   
Bài 35.

Gọi vị trí ban đầu của người đó là điểm .

Vì thời gian thực hiêṇ mỗi vòng của đu quay là  phút nên khi đu quay quay đều thì  phút

người đó đi được  vòng tròn và đang ở vị trí điểm B như hình vẽ sau:

Gọi  lần lượt là hình chiếu của  trên măṭ đất, kẻ .

Ta có: .
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Vì  là hình chữ nhâṭ (tứ giác có  góc vuông) nên 

Ta có:  suy ra 

Xét tam giác vuông  có: 

Mà .

Vâỵ sau  phút người đó ở đô ̣cao  so với măṭ đất.

Bài 36.

Gọi chiều rộng của hình chữ nhật đáy bể là (m) ( )

Suy ra chiều dài của hình chữ nhật là (m).

Gọi chiều cao của bể là  (m, ).

Thể tích của bể là  suy ra  suy ra .

Diện tích xây dựng của bể là 

Áp dụng bất đẳng thức AM – GM cho 2 số không âm (với hai số không âm  ta có

nên  suy ra , dấu bằng xảy ra khi ):

Ta có .

Và .

Khi đó .

Dấu “ ” xảy ra khi  suy ra  

Vậy chi phí thấp nhất thuê nhân công là  đồng triệu đồng

Bài 37.

Gọi chiều rộng là 

Chiều dài là  

Chiều cao là 
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Ta có thể tích chiếc hộp là: 

Bất đẳng thức Cauchy 3 số không âm ta có:         
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 

Thật vậy, đặt 
Ta phái chứng minh:

  (vì )

(luôn đúng)
Dấu “=” xảy ra khi  hay 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 3 số không âm ta có:

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi: 

Vậy .

Bài 38.

Gọi chiều rộng là 

Chiều dài là  
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Chiều cao là 

Ta có thể tích chiếc hộp là: 

Bất đẳng thức Cauchy 3 số không âm ta có:         
Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 

Thật vậy, đặt 
Ta phái chứng minh:

  (vì )

(luôn đúng)
Dấu “=” xảy ra khi  hay 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 3 số không âm ta có:

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi: 

Vậy .

Bài 39.
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Đặt hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ. Parabol có dạng 

Khoảng cách từ điểm cao nhất của cửa đến mặt đất là 4 mét, khoảng cách giữa hai chân cửa là 4 

mét nên parabol đi qua điểm 

Suy ra:

 

Parabol có dạng 

Giả sử là hình chữ nhật có độ dài 

Khi đó 4 đỉnh của khung thép hình chữ nhật có tọa độ là:

Suy ra 

Khi đó diện tích hình chữ nhật ABCD bằng 

Ta có: 

 với 

Suy ra
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Dấu “=” có khi 

Bài 40.

Gọi độ dài đoạn  là , ta có:

Độ dài đoạn  là 

Độ dài đoạn  là 

Tam giác  vuông tại  có:

                        

Diện tích hình chữ nhật  là: 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

Dấu bằng xảy ra khi 

                                  

Vậy  để hình chữ nhật  có diện tích lớn nhất.

Bài 41.

Giải
Gọi chiều rộng của đáy hộp là ( , cm). 
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Ta có chiều dài của hộp là  (cm)

Ta có diện tích toàn phần của chiếc hộp là

 (cm2)

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số thực dương  và , ta có

Từ đó   (cm2)

Dấu  xảy ra khi và chỉ khi  hay 

Suy ra cm, từ đó cm.

Vậy chiều rộng của hộp là cm, chiều dài là cm.

Chứng minh bổ sung Bất đẳng thức Cauchy

Xét hai số thực dương , ta có .

Thật vậy, vì ,  là các số thực dương nên

Từ , suy ra 

Hay 

 (luôn đúng)

Vậy với hai số thực dương ,  bất kỳ ta có .

Dấu “ ” xảy ra khi 

Bài 42. 
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y

x

A D

CB

Độ dài đường kính của đường tròn là đường chéo của hình chữ nhật , 

Vậy biểu thức xác định đường kính của đường tròn là  

Vậy bán kính của đường tròn là 

Diện tích đường tròn là 

Diện tích của hình chữ nhật là 

Diện tích phần đất trồng hoa là 

Có  với mọi 

Vậy 

Vậy để diện tích của bốn phần đất trồng hoa nhỏ nhất thì 

Khi đó  (m)

Bài 43. 

Đặt AE = x 

Chỉ ra được 

Do đó: 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi x = 15 (tm)
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Vậy min khi AE = 15m

Bài 44. 

Ta đặt 

Diện tích đáy  là: 

Mặt khác: 

Vậy 

Diện tích xung quanh hình lăng trụ đứng là:

Vậy  nhỏ nhất khi  nhỏ nhất.
Gọi  là giao điểm của hai đường chéo  và . Ta có  tại .
Xét  vuông tại , ta có: 

Mặt khác . Do đó 
Vậy giá trị nhỏ nhất của  là  khi  tức là khi  là hình vuông.

Giá trị nhỏ nhất của diện tích xung quanh là  

Bài 45. 

Ta chứng minh bất đẳng thức sau  ( Bất đẳng thức AM-GM )

Gọi hai kích thước của hình chữ nhật là  và , với  .

Diện tích của mảnh vườn hình chữ nhật là: .
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Vậy ông nông dân có thể rào được cánh đồng với diện tích lớn nhất là m2.

Bài 46. 

Gọi  là cạnh hình vuông nhỏ, là thể tích của hình hộp. Cần tìm giá trị lớn nhất của 

 

Ta có  nên 

Ba số nguyên dương có tổng không đổi bằng 6 nên tích của chúng lớn nhất khi

Hay 

Khi đó  (dm3)

Vậy khi cạnh hình vuông nhỏ bằng  dm thì hộp có thể tích lớn nhất là dm3

Bài 47.

Chứng minh bất đẳng thức CAUCHY: 

. Dấu  xảy ra khi 

Thật vậy: 

Dấu  xảy ra khi 

Gọi  là độ dài chiều dọc và chiều ngang của trang chữ suy ra kích thước trang
giấy là 

Ta có:  suy ra .
Diện tích trang sách là 
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Suy ra .
Theo bất đẳng thức CAUCHY ta có: 

Suy ra suy ra suy ra 

Suy ra chiều dọc và chiều ngang tối ưu của trang giấy là .
Bài 48.

Đặt  lần lượt là đường kính và
bán kính của các ống thép

Ký hiệu các điểm như hình minh họa
bên.

 là các tiếp điểm giữa dây đai với các ống thép

là tâm của một số ống thép. 
Giả sử các ống thép tiếp xúc khít nhau và dây đai buộc chính xác.

Dễ thấy  là hình chữ nhật. 

Nên hiển hiên các điểm  thẳng hàng.

Xét  có: 

Tương tự cũng tính được .

Như vậy  nên là tam giác đều, suy ra 

Suy ra (đối đỉnh).

Chiều dài cung bằng 

Từ hình vẽ, kết hợp (1) và (2) ta tính được chiều dài dây đai là: 

Bài 49.
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Ta có:  

Ta có: 

 

Ta có: 

Tam giác  có 

Gọi  là diêṇ tích hình quạt tròn , ta có:

Gọi  là diêṇ tích hình viên phân giới hạn bởi dây  và cung nhỏ , ta có:

Thể tích phần dầu đã hút đi là: 

Thể tích của thùng dầu là: 

Thể tích dầu còn lại trong thùng là: 

Vâỵ thể tích dầu còn lại trong thùng là .
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Bài 50.

Ta có phương trình 

Suy ra , suy ra 

Mặt khác ta có 

Để  nguyên thì  chia hết cho , suy ra .

Kéo theo .

Do đó  hay .

Vậy có  cặp 
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